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APPROXIMATION FORTE EN FAMILLE
par
Jean-Louis Colliot-The´le`ne & David Harari
Re´sume´. — Soient k un corps de nombres et X une k-varie´te´ affine lisse
inte`gre fibre´e au-dessus de la droite affine A1
k
. Supposons que toutes les
fibres sont ge´ome´triquement inte`gres, et que la fibre ge´ne´rique est un espace
homoge`ne sous un groupe semisimple simplement connexe presque simple
G/k(t), les stabilisateurs ge´ome´triques e´tant re´ductifs connexes. Soit v une
place de k telle que la fibration X → A1
k
admette une section rationnelle sur
le comple´te´ kv . Supposons en outre que pour presque tout point x ∈ A1(kv) le
kv-groupe Gx soit isotrope. Supposons enfin le groupe de Brauer de X re´duit
a` celui de k. Alors l’approximation forte vaut pour X en dehors de la place v.
Abstract. — Let k be a number field and X a smooth integral affine variety
equipped with a surjective morphism f : X → A1
k
to the affine line. Assume
that all fibres of f are split, for instance that they are geometrically integral. As-
sume that the generic fibre of f is a homogeneous space of a simply connected,
almost simple, semisimple groupG/k(t), and that the geometric stabilizers are
connected reductive groups. Let v be a place of k such that the fibration f ac-
quires a rational section over the completion kv at v. Assume moreover that
at almost all points in x ∈ A1(kv) the specialized group Gx is isotropic over
kv . If the Brauer group of X is reduced to the Brauer group of k, then strong
approximation holds for X away from the place v.
1. Introduction
On dit qu’une varie´te´ alge´briqueX de´finie sur un corps de nombres k et qui
posse`de des points dans tous les comple´te´s de k satisfait l’approximation forte
en dehors d’un ensemble fini S de places du corps k si l’image diagonale de
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l’ensemble X(k) des points rationnels de X est dense dans l’espace X(ASk )
des points ade´liques de X hors de S.
Lorsqu’une telle proprie´te´ vaut, elle implique pour tout mode`le de X au-
dessus de l’anneau des S-entiers de k un principe local-global pour l’existence
de points S-entiers.
Pour S non vide, l’approximation forte est une proprie´te´ bien connue des
espaces affines. Cette proprie´te´ a e´te´ e´tablie par M. Kneser et V. P. Platonov
pour tout k-groupe semisimple simplement connexe presque k-simple, sous
l’hypothe`se que le produit des points locaux de G aux places de S est non
compact.
Il a e´te´ observe´ que cette proprie´te´ ne s’e´tend pas aux groupes non sim-
plement connexes. Cependant, une obstruction de type Brauer-Manin a e´te´
de´gage´e [9] et il a e´te´ montre´ dans une se´rie d’articles (voir [3]) que sous des
hypothe`ses tre`s larges elle controˆle le de´faut d’approximation forte pour les
espaces homoge`nes de groupes line´aires connexes.
Tout comme cela est entrepris pour le proble`me analogue pour les points
rationnels, on souhaite e´largir la classe des varie´te´s pour lesquelles on a un tel
controˆle sur les points entiers. L’obstruction de Brauer-Manin entie`re est en
effet de´finie pour toute varie´te´ [10]. Elle a e´te´ calcule´e pour quelques varie´te´s
qui ne sont pas des espaces homoge`nes [21, 11], mais sans que l’on puisse
dire s’il s’agit la` de la seule obstruction.
Dans [10], Fei Xu et le premier auteur e´tudient l’approximation forte pour
certains mode`les lisses X des varie´te´s de´finies sur un corps de nombres k par
une e´quation
q(x, y, z) = p(t),
ou` q(x, y, z) est une forme quadratique non de´ge´ne´re´e a` coefficients dans un
corps de nombres k et p(t) ∈ k[t] est un polynoˆme non nul en une variable.
S’il existe une place v0 telle que q(x, y, z) est isotrope sur le comple´te´ kv0 , on
a e´tabli que l’image diagonale de X(k) dans la projection de l’ensemble de
Brauer–Manin X(Ak)BrX sur X(Av0k ) (ade`les hors de v0) est dense.
Inspire´s par cet exemple, nous e´tablissons un re´sultat ge´ne´ral pour les fa-
milles a` un parame`tre d’espaces homoge`nes. Nous montrons :
The´ore`me A (voir le the´ore`me 3.5). Soit X une k-varie´te´ lisse connexe
munie d’un morphisme f : X → A1k satisfaisant les conditions suivantes :
(i) la fibre ge´ne´rique de f est un espace homoge`ne d’un k(t)-groupe
semisimple simplement connexe presque simple Gt, et les stabilisateurs
ge´ome´triques pour cette action sont re´ductifs connexes ;
(ii) les fibres de f sont scinde´es, par exemple ge´ome´triquement inte`gres ;
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(iii) il existe une place v0 telle que la fibration f ait une section ration-
nelle sur kv0 , et que, pour presque tout t0 ∈ kv0 le groupe spe´cialise´ Gt0 est
isotrope.
(iv) Les e´le´ments du groupe de Brauer BrX prennent une valeur constante
lorsqu’on les e´value sur X(kv0).
Alors l’image diagonale de X(k) dans la projection de l’ensemble de
Brauer–Manin X(Ak)BrX sur X(Av0k ) est dense.
Sous les hypothe`ses (i) et (ii) du the´ore`me, le quotient BrX/Brk est fini.
Comme nous l’a fait remarquer Dasheng Wei, meˆme pour v0 re´elle, on ne
peut pas espe´rer que la conclusion du the´ore`me soit satisfaite si la projection
sur A1(kv0) de X(Ak)BrX est compacte ; il est donc clair qu’il faut une condi-
tion en v0, condition qui est ici assure´e par la combinaison de nos hypothe`ses
(iii) et (iv). Noter qu’en particulier l’hypothe`se (iv) est automatiquement sa-
tisfaite dans plusieurs cas inte´ressants, voir la Remarque 3.10. Les hypothe`ses
(iii) et (iv) sont toujours satisfaites si v0 est complexe.
L’exemple suivant repre´sente de´ja` une vaste ge´ne´ralisation des principaux
re´sultats de [10].
The´ore`me B (the´ore`me 4.2). Soient ai(t), i = 1, 2, 3, et p(t) des polynoˆmes
deux a` deux premiers entre eux. SoitX ⊂ A4k l’ouvert de lissite´ de la k-varie´te´
affine Y d’e´quation
2∑
i=0
ai(t)x
2
i = p(t).
Soit v0 une place de k. On suppose que la conique d’e´quation
∑2
i=0 ai(t)x
2
i =
0 sur le corps k(t) a un point rationnel sur le corps kv0(t).
Si le produit p(t).
∏
i ai(t) est un polynoˆme non constant se´parable, alors
X = Y et l’approximation forte vaut pour X hors de v0 : l’image diagonale
de X(k) est dense dans X(Av0k ) (ade`les hors de v0).
Quand v0 est complexe, on a l’e´nonce´ plus ge´ne´ral que l’image diago-
nale de X(k) dans la projection de l’ensemble de Brauer–Manin X(Ak)BrX
sur X(Av0k ) (ade`les hors de v0) est dense sans avoir besoin de l’hypothe`se
supple´mentaire sur le produit p(t).
∏
i ai(t).
`A titre d’illustration, voici un cas particulier.
The´ore`me C. Soient ai(t), i = 1, 2, 3, et p(t) dans Z[t] des polynoˆmes.
Supposons le produit p(t).
∏
i ai(t) non constant et sans facteur carre´ dans
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Q[t]. Soit X /Z le sche´ma affine de´fini dans A4Z par
2∑
i=0
ai(t)x
2
i = p(t).
Supposons que pour presque tout t ∈ R la conique
∑2
i=0 ai(t)x
2
i = 0 a un
point dans R. Alors le principe local-global et l’approximation forte valent
pour les points entiers de X : L’image diagonale de X (Z) est dense dans le
produit
∏
pX (Zp) des solutions locales entie`res sur tous les premiers p.
Le lecteur peut se demander pourquoi dans les deux e´nonce´s pre´ce´dents on
conside`re une forme quadratique a` trois variables dans le membre de gauche
de l’e´quation.
Lorsque l’on prend au moins 4 variables, sous l’hypothe`se que le produit
p(t).
∏
i ai(t) est non constant et sans facteur carre´ dans Q[t], une me´thode de
fibration simple [10, §3] donne le re´sultat ci-dessus.
Par contre, quand on conside`re le proble`me avec 2 variables, la question de
l’existence et de la densite´ des solutions entie`res d’une e´quation aussi simple
que
x2 + ay2 = p(t),
avec a ∈ k non carre´ et p(t) polynoˆme se´parable de degre´ au moins 3, est hors
d’atteinte de toutes les techniques connues. Il y a deux difficulte´s essentielles :
d’une part pour toute k-fibre lisseXt le quotient BrXt/Br k est infini, d’autre
part les fibres correspondant aux ze´ros du polynoˆme p(t) ne sont pas scinde´es.
Disons maintenant un mot sur les me´thodes employe´es dans l’article.
Dans une se´rie d’articles [18, 19, 20], le second auteur a e´tudie´ le principe
de Hasse et l’approximation faible en familles pour les points rationnels, en
tenant compte des contraintes provenant du groupe de Brauer. Ces articles
supposent la fibration f : X → A1k propre. Les de´monstrations comportent
essentiellement deux aspects : un aspect alge´brique, l’e´tude du comportement
du groupe de Brauer en famille et un aspect arithme´tique, le choix d’une fibre
dont l’ensemble de Brauer-Manin est non vide.
Pour le proble`me que nous conside´rons ici, la fibration n’est pas propre. La
fibre ge´ne´rique est un espace homoge`ne d’un groupe semisimple simplement
connexe. La bonne connaissance que nous avons du groupe de Picard et du
groupe de Brauer de tels espaces nous permet de les e´tudier en famille, ce qui
donne la partie alge´brique de la de´monstration (The´ore`me 2.6).
Pour l’aspect arithme´tique, dans le contexte d’approximation forte du
pre´sent article, un proble`me nouveau se pre´sente : on doit travailler avec
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une place exceptionnelle v0 qui est impose´e au de´part. Pour le re´soudre,
on de´veloppe une variante nouvelle de la me´thode des fibrations (me´thode
qui avait e´te´ employe´e dans [18], [19] et [20]) : le principal ingre´dient
supple´mentaire est une version raffine´e du the´ore`me d’approximation forte
combine´e a` un argument de type irre´ductibilite´ de Hilbert (proposition 3.4).
Ces techniques permettent une re´duction du proble`me d’approximation des
points entiers sur X au cas des points entiers d’une fibre convenable du mor-
phisme f : X → A1k, fibre qui est un espace homoge`ne d’un k-groupe semi-
simple simplement connexe, espace auquel on peut appliquer les re´sultats sur
l’obstruction de Brauer-Manin entie`re e´tablis par Fei Xu et le premier auteur
[9], puis ge´ne´ralise´s par Borovoi et Demarche [3].
Conventions et notations
Soit k un corps. Une k-varie´te´ X est par de´finition un k-sche´ma se´pare´ de
type fini. On note k[X ]× le groupe des fonctions inversibles sur X .
Si la k-varie´te´ X est inte`gre, on note k(X) son corps des fonctions ration-
nelles.
Une k-varie´te´ est dite scinde´e si elle contient un ouvert non vide qui comme
k-varie´te´ est ge´ome´triquement inte`gre.
Soit k une cloˆture se´parable de k. Pour toute k-varie´te´ X , on note X la
k-varie´te´ X ×k k. De meˆme si S est un sche´ma et X un S-sche´ma, on note
XT := X ×S T pour tout S-sche´ma T .
On note PicX le groupe de Picard d’un sche´ma X et BrX = H2e´t(X,Gm)
son groupe de Brauer. On de´signe aussi par X(1) l’ensemble des points de
codimension 1 de X .
Soit k un corps de nombres. Pour v une place de k on note kv le comple´te´
de k en v, et pour v non archime´dienne, on noteOv ⊂ kv l’anneau des entiers.
Pour S un ensemble fini de places de k, on note OS ⊂ k l’anneau des entiers
hors de S.
Pour la de´finition et les ge´ne´ralite´s sur l’obstruction de Brauer–Manin
entie`re, nous renvoyons le lecteur aux introductions de [9] et [10]. En par-
ticulier si X est une k-varie´te´, on note X(Ak) (resp. X(Av0k )) l’ensemble
de ses points ade´liques (resp. de ses points ade´liques hors de v0) ; pour tout
sous-ensemble B de BrX , on note X(Ak)B le sous-ensemble de X(Ak)
constitue´ des points ade´liques orthogonaux a` B pour l’accouplement de
Brauer-Manin et on pose X(Ak)Br := X(Ak)BrX .
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2. Spe´cialisation du groupe de Brauer
Le but de ce paragraphe est de de´montrer le the´ore`me 2.6, analogue dans le
pre´sent cadre du the´ore`me 2.3.1 de [19], qui traitait de fibrations propres sur
la droite affine. Il faut adapter au pre´sent contexte tous les arguments du §2 de
[19].
Proposition 2.1. — SoitR un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel
k de caracte´ristique ze´ro. Soit K le corps des fractions de R. Soit X un R-
sche´ma lisse a` fibres ge´ome´triquement inte`gres. Soit p : X → SpecR le
morphisme structural. Soit X/K la fibre ge´ne´rique et Y/k la fibre spe´ciale.
Supposons H1e´t(Y ,Q/Z) = 0, c’est-a`-dire que la fibre spe´ciale ge´ome´trique
n’a pas de reveˆtement abe´lien connexe non trivial. Alors la fle`che de restric-
tion BrX → BrX induit un isomorphisme
BrX /BrR
≃
→ BrX/BrK
et une fle`che de spe´cialisation
BrX/BrK → BrY/Brk.
(On fait syste´matiquement l’abus de langage d’e´crire A/B plutoˆt que
A/Im (B).)
De´monstration. — On a le diagramme commutatif de suites exactes
0 → BrR → BrK → H1(k,Q/Z) → 0
↓ ↓ ↓
0 → BrX → BrX → H1e´t(Y,Q/Z)
La premie`re suite exacte est bien connue [17], a` la surjectivite´ a` droite pre`s,
pour laquelle nous renvoyons a` [2] et [8, Thm. B. 2.1].
La deuxie`me suite exacte re´sulte de la suite de localisation en cohomologie
e´tale, de la suite exacte de Kummer, de l’injectivite´ du groupe de Brauer d’un
sche´ma re´gulier inte`gre dans le groupe de Brauer de son corps des fonctions,
et du the´ore`me de purete´ de Gabber (voir [14]). Sous les hypothe`ses faites sur
Y , on a H0e´t(Y ,Q/Z) = Q/Z et H
1
e´t(Y ,Q/Z) = 0, donc la fle`che naturelle
H1(k,Q/Z)→ H1e´t(Y,Q/Z)
est un isomorphisme. La proposition re´sulte alors du diagramme. 
Proposition 2.2. — Soit R un anneau de valuation discre`te. Soit K le corps
des fractions de R. Soit X un R-sche´ma lisse a` fibres ge´ome´triquement
inte`gres. Soit p : X → SpecR le morphisme structural. Soit X = XK la fibre
ge´ne´rique.
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(1) La fle`che de restriction PicX → PicX est un isomorphisme.
(2) Soit SpecS → SpecR un reveˆtement galoisien (e´ventuellement infini)
de groupe de Galois G. Supposons que l’on a :
(a) S× ≃→H0(XS,Gm) ;
(b) BrS = 0 ;
(c) H3(G, S×) = 0.
Alors on a une suite exacte naturelle
0→ H1(G,PicXS)→ BrX /BrR→ [BrXS]
G → H2(G,PicXS).
De´monstration. — L’e´nonce´ (1) est classique. La suite exacte dans (2) pro-
vient de la suite spectrale de Leray pour le morphisme X → SpecR et le
faisceau Gm, la de´monstration est essentiellement celle de [19, Prop. 2.1]. 
Proposition 2.3. — SoitR un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel
k de caracte´ristique ze´ro. Soit K le corps des fractions de R. Soit Rh le
hense´lise´ de R et Rsh le hense´lise´ strict. Soit Kh, resp. Ksh le corps des
fractions de Rh, resp. Rsh. Fixons des inclusions K ⊂ Kh ⊂ Ksh ⊂ K.
Notons Γ = Gal(k/k) = Gal(Ksh/Kh) et ΓK = Gal(K/K).
Supposons H3(Γ, k×) = 0, H3(Γ,Z) = 0 et H3(ΓK , K
×
) = 0.
Soit X un R-sche´ma lisse a` fibres ge´ome´triquement inte`gres. Soit p : X →
SpecR le morphisme structural. Soit X = XK la fibre ge´ne´rique.
Supposons que l’on a Gm,R
≃
→ p∗Gm,X universellement sur SpecR.
On a alors un diagramme commutatif de suites exactes
0 → H1(K,PicXK) → BrX/BrK → [BrXK ]
ΓK → H2(K,PicXK)
↓ ↓ ↓ ↓
0 → H1(Kh,PicXK) → BrXKh/BrK
h → [BrXK ]
Γ
Kh → H2(Kh,PicXK)
↑ || ↑ ↑
0 → H1(Γ,PicXKsh) → BrXKh/BrK
h → [BrXKsh ]
Γ → H2(Γ,PicXKsh)
|| ↑ ρ ↑ ||
0 → H1(Γ,PicXRsh) → BrXRh/BrR
h → [BrXRsh ]
Γ → H2(Γ,PicXRsh)
↓ ↓ ↓ ↓
0 → H1(Γ,Pic Y ) → BrY/Brk → BrY
Γ
→ H2(Γ,Pic Y ).
Si de plus H1(Y ,Q/Z) = 0, la fle`che ρ dans ce diagramme est un isomor-
phisme.
De´monstration. — Ve´rifions que les hypothe`ses de la proposition 2.2 sont
satisfaites pour chacune des 5 lignes du diagramme. L’hypothe`se (a) est par
hypothe`se satisfaite pour toutes.
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Pour la ligne 5, (b) est automatique et (c) est l’hypothe`se H3(k,Gm) = 0.
Pour la ligne 4, BrRsh = Brk = 0. Par ailleurs on a la suite exacte scinde´e
de Γ-modules galoisiens donne´e par la re´duction modulo l’ide´al maximal
1→ Rsh
1
→ Rsh
×
→ k
×
→ 1
ou` Rsh
1
est uniquement divisible. L’hypothe`se H3(k,Gm) = 0 assure donc
H3(Γ, Rsh
×
) = 0.
Pour la ligne 3, on a la suite scinde´e de Γ-modules
1→ Rsh
×
→ Ksh
×
→ Z→ 0
donne´e par la valuation. On a vu que l’e´galite´ H3(k,Gm) = 0 implique alors
H3(Γ, Rsh
×
) = 0. Sous l’hypothe`seH3(Γ,Z) = 0 on a donc H3(Γ, Ksh×) =
0, c’est-a`-dire la condition (c). Comme k est alge´briquement clos, on a
0 = BrRsh = BrKsh.
Pour la ligne 2, l’hypothe`se (b) est automatique et (c) se lit H3(Kh,Gm) =
0. D’apre`s [22], exemple (c) p. 108, il suffit de voir que H3(Rh,Gm) et
H2(k,Q/Z) sont nuls. Or H2(k,Q/Z) = H3(Γ,Z) et H3(Rh,Gm) est iso-
morphe a` H3(k,Gm) ([22], Rem. III.3.11).
Pour la ligne 1, l’hypothe`se (b) est automatique et (c) se lit H3(ΓK , K×) =
0.
La proposition 2.2 et les hypothe`ses sur la cohomologie deK donnent donc
le diagramme de suites exactes ci-dessus, et la proposition 2.1. montre que,
sous l’hypothe`se H1(Y ,Q/Z) = 0, l’homomorphisme ρ : BrXRh/BrRh →
BrXKh/BrK
h est un isomorphisme. 
Remarque 2.1. — Les hypothe`ses H3(Γ, k×) = 0, H3(Γ,Z) = 0 et
H3(ΓK , K
×
) = 0 sont satisfaites lorsque k est un corps de nombres et
K = k(t) ; voir par exemple [5] p. 199 et [18], p. 241.
Proposition 2.4. — Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro, k une cloˆture
alge´brique, et Γ = Gal(k/k). Soit X une k-varie´te´ alge´brique lisse et
ge´ome´triquement inte`gre, et f : X → A1k un k-morphisme. Soit K = k(A1)
et soit G un K-groupe semisimple simplement connexe. Supposons que
la fibre ge´ne´rique de f est un espace homoge`ne de G, a` stabilisateurs
ge´ome´triques re´ductifs connexes. Il existe un ouvert non vide U ⊂ A1k tel que
pour tout k-point M de U d’anneau local R, avec R de hense´lise´ Rh et de
hense´lise´ strict Rsh, on ait (notant Y/k la fibre en M de f ) :
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(i) Les fle`ches naturelles
PicXRsh → PicXKsh → PicXK
sont des isomorphismes de re´seaux, et la fle`che naturelle
PicXRsh → PicY
est un isomorphisme de Γ-re´seaux, ou` on a note´ XRsh = X ×A1
k
Rsh via la
fle`che SpecR → A1k associe´e a` M ; de meˆme XKsh et XK sont de´finis par
changement de base a` partir de la fibre ge´ne´rique XK .
(ii) Les fle`ches naturelles
BrXRsh → BrXKsh → BrXK
sont des isomorphismes de groupes abe´liens finis, et la fle`che de spe´cialisation
BrXRsh → BrY
est un isomorphisme de Γ-modules finis.
(iii) Supposons H3(Γ, k×) = 0, ce qui est le cas si k est un corps de
nombres. Alors la fle`che naturelle
BrXRh/BrR
h → BrY/Brk
est un isomorphisme de groupes abe´liens finis.
De´monstration. — Il existe un ouvert non vide U ⊂ A1k et un reveˆtement fini
e´tale galoisien connexe V → U , de´finissant une extension galoisienne finie
L/K de corps, tels qu’on ait les proprie´te´s suivantes :
(a) Le groupe G s’e´tend en un U-groupe semisimple simplement connexe.
(b) Il existe une section σ de fV : XV → V .
(c) Le stabilisateur H de cette section est un V -groupe re´ductif (a` fibres
connexes).
(d) Le groupe H s’inscrit dans une extension de V -groupes
1→ Hss → H → T → 1
ou` T est un V -tore et Hss est un V -groupe semisimple, groupe de´rive´ de H .
(e) On a une suite exacte de V -groupes
1→ µ→ Hsc → Hss → 1,
ou` Hsc est un V -groupe semisimple simplement connexe, et µ est un V -
sche´ma en groupes finis abe´liens e´tales.
On dispose du H-torseur GV → XV de´fini par la section σ. Ce torseur a
une restriction triviale au-dessus de l’image de σ : V → XV .
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`A une telle situation sont associe´s, de fac¸on fonctorielle en tout V -sche´ma
W , des homomorphismes
Gm(W )→ Gm(XW ),
T̂ (W )
≃
→ Ĥ(W )→ PicXW ,
ou` la fle`che Ĥ(W )→ PicXW est associe´e au HW -torseur GW → XW , et
ExtcW−gp(HW ,Gm,W )→ PicHW,
ou` Extc de´signe le groupe des classes d’extensions centrales ; cette dernie`re
fle`che est de´finie via le fait qu’une telle extension centrale de´finit ipso facto
un HW -torseur sous Gm,W .
Lemme 2.5. — Soit A un anneau inte`gre. Soit HA un A-sche´ma en groupes
re´ductifs connexes. Alors la fle`che
ExtcA−gp(HA,Gm,A)→ PicHA,
de´finie comme ci-dessus est injective.
De´monstration. — Soit F le corps des fractions de A. Soit
1→ Gm,A → E → HA → 1
une extension centrale dont l’image dans PicHA est nulle. Cela signifie qu’il
existe une section σA : HA → E du morphisme de A-sche´mas E → HA,
section dont on peut supposer qu’elle envoie le neutre sur le neutre (quitte a`
la multiplier par un e´le´ment de Gm,A(A)). Il s’agit alors de montrer que σA
est de plus un homomorphisme de A-sche´mas en groupes. L’argument de la
proposition 3.2 dans [7] (reposant sur le lemme de Rosenlicht) donne alors
que la restriction de σA a` la fibre ge´ne´rique est un morphisme HF → EF
de F -sche´mas en groupes. Ceci implique que le morphisme de A-sche´mas
se´pare´s
HA ×HA → E (x, y) 7→ σA(xy)σA(y)
−1σA(x)
−1
est constant e´gal au neutre sur la fibre ge´ne´rique, donc partout ; d’ou` le
re´sultat. 
Reprenons la preuve de la proposition 2.4. Pour tout V -sche´ma W on a
aussi un homomorphisme
ExtcW−gp(HW ,Gm,W )→ BreXW ,
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ou` BreXW ⊂ BrXW est le sous-groupe forme´ des e´le´ments nuls sur σ(W ),
et ou` la fle`che est de´finie par cup-produit avec la classe dans H1e´t(XW , HW )
du HW -torseur GW → XW , et des hom ?omorphismes
PicHW → PicH
ss
W ,
µˆ(W )→ PicHssW ,
ce dernier e´tant associe´ au µW -torseur HscW → HssW .
Pour W le spectre d’un corps, ces diverses applications sont discute´es dans
[24], [9] et [3].
On a donc des homomorphismes
(2.2) µˆ(W )→ PicHssW ← PicHW ← ExtcW−gp(HW ,Gm,W )→ BreXW
Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro. Pour un F -groupe G semisimple
simplement connexe, on a les proprie´te´s suivantes
F×
≃
→ F [G]×;
PicG = 0;
BrF
≃
→ BrG.
Pour F alge´briquement clos, les deux premie`res proprie´te´s sont bien connues
[24]. La troisie`me l’est aussi, elle est e´tablie de fac¸on alge´brique dans [15].
Pour F quelconque, on en de´duit le re´sultat ge´ne´ral en utilisant la suite spec-
trale de Hochschild-Serre pour la cohomologie e´tale du faisceau Gm.
Supposons que W est le spectre d’un corps F . La proposition 6.10 de [24]
montre que la fle`che naturelle
T̂ (F )→ PicXF
est un isomorphisme.
Conside´rons la suite d’homomorphismes :
µˆ(F )→ PicHssF ← PicHF ← Ext
c
F−gp(HF ,Gm,F )→ BreXF .
La premie`re fle`che est un isomorphisme ([24, Lemme 6.9]). La seconde
fle`che est un isomorphisme si F est alge´briquement clos ([24, Cor. 6.11 et
Rem. 6.11.3]). La troisie`me fle`che est un isomorphisme ([7, Cor. 5.7]). La
quatrie`me fle`che est un isomorphisme ; ceci re´sulte de [3, Thm. 2.8] et des
e´galite´s PicGF = 0 et BrF = BrGF .
Soit M un k-point de U . Soit R le hense´lise´ de A1k en M et Rsh le hense´lise´
strict. Fixons une factorisation SpecRsh → V → U induisant SpecRsh →
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SpecR. Fixons aussi des plongements K ⊂ Kh ⊂ Ksh ⊂ K. Soit Y/k la
fibre de f : X → A1k en M .
On a un diagramme commutatif
T̂ (Rsh) → PicXRsh
↓ ↓
T̂ (Ksh) → PicXKsh
↓ ↓
T̂ (K) → PicXK ,
Comme TRsh est un tore de´ploye´, les fle`ches verticales de gauche sont des
isomorphismes. Comme on a dit, la proposition 6.10 de [24] implique que
les deux fle`ches horizontales infe´rieures sont des isomorphismes. Le (1) de la
proposition 2.2 montre que la verticale supe´rieure droite est un isomorphisme.
On conclut que toutes les fle`ches dans ce diagramme sont des isomorphismes.
On a par ailleurs un diagramme commutatif
T̂ (Rsh) → PicXRsh
↓ ↓
T̂ (k) → PicY
dans lequel toutes les fle`ches sauf peut-eˆtre la fle`che PicXRsh → Pic Y sont
des isomorphismes. Ainsi cette dernie`re fle`che est un isomorphisme, ce qui
ache`ve d’e´tablir l’e´nonce´ (i).
Sur K, tous les groupes intervenant dans (2.2) sont isomorphes au groupe
fini µˆ(K). Les groupes BrXK et ExtcK−gp(HK ,Gm,K) sont donc finis.
Soit L/K une extension finie galoisienne de corps telle que l’application
BrXL → BrXK soit surjective et que l’application
ExtcL−gp(HL,Gm,L)→ Ext
c
K−gp
(HK ,Gm,K)
soit surjective.
Quitte a` restreindre U , on peut de plus supposer que l’extension L/K est
non ramifie´e sur U , et que tout e´le´ment de Extc
K−gp
(HK ,Gm,K) provient d’un
e´le´ment de ExtcS−gp(HS,Gm,S), ou` S est la fermeture inte´grale de U dans L.
Pour l’anneau local R d’un point M ∈ U(k), on a
K ⊂ L ⊂ Ksh ⊂ K,
l’application BrXKsh → BrXK est surjective et l’application
ExtcRsh−gp(HRsh ,Gm,Rsh)→ Ext
c
K−gp
(HK ,Gm,K)
est surjective.
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D’apre`s (2.2), on a un diagramme commutatif d’applications naturelles
µˆ(K) → PicHss
K
← PicHK ← Ext
c
K−gp
(HK ,Gm,K) → BreXK
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
µˆ(Ksh) → PicHssKsh ← PicHKsh ← Ext
c
Ksh−gp(HKsh,Gm,Ksh) → BreXKsh
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
µˆ(Rsh) → PicHssRsh ← PicHRsh ← Ext
c
Rsh−gp(HRsh ,Gm,Rsh) → BreXRsh
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
µˆ(k) → PicHss
k
← PicHk ← Ext
c
k−gp
(Hk,Gm,k) → BreY
Les fle`ches dans la verticale de gauche sont toutes des isomorphismes. Dans
la premie`re ligne, toutes les fle`ches sont des isomorphismes. Dans la seconde
ligne, toutes les fle`ches sauf peut-eˆtre la fle`che PicHssKsh ← PicHKsh sont des
isomorphismes. La fle`che PicHssKsh ← PicHKsh est injective via la proposi-
tion 6.10 de [24], car Pic TKsh = 0. Comme la fle`che BreXKsh → BreXK est
par nos hypothe`ses surjective, on conclut que toutes les fle`ches dans les deux
premie`res lignes, ainsi qu’entre ces deux lignes, sont des isomorphismes.
Les fle`ches verticales entre la deuxie`me et la troisie`me ligne, sauf peut-eˆtre
les deux dernie`res a` droite, sont clairement des isomorphismes. On en de´duit
que les deux premie`res fle`ches de la troisie`me ligne sont des isomorphismes.
La dernie`re fle`che verticale entre les lignes trois et deux est une injection
(re´gularite´ des sche´mas conside´re´s).
Comme Y est un espace homoge`ne d’un groupe semisimple simple-
ment connexe pour une action dont les stabilisateurs sont connexes, on a
H1(Y ,Q/Z) = 0 et la proposition 2.1 montre que la fle`che en question est
un isomorphisme.
La dernie`re ligne est compose´e d’isomorphismes. On en conclut que les
trois premie`res fle`ches verticales entre la troisie`me et la quatrie`me ligne sont
des isomorphismes.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, l’application
ExtcRsh−gp(HRsh ,Gm,Rsh)→ Ext
c
Ksh−gp(HKsh,Gm,Ksh)
est surjective.
Par ailleurs la fle`che ExtcRsh−gp(HRsh ,Gm,Rsh) → PicHRsh est injective
d’apre`s le lemme 2.5. Une chasse au diagramme donne alors que toutes les
fle`ches sont des isomorphismes (de groupes finis).
Comme Bre(•) = Br(•) pour chacun des groupes dans la verticale de
droite, on a maintenant e´tabli l’e´nonce´ (ii).
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L’e´nonce´ (iii) re´sulte alors de la proposition 2.3. et de sa de´monstration,
qui pour les deux lignes infe´rieures du grand diagramme, utilise seulement
l’hypothe`se H3(k,Gm) = 0. 
On peut maintenant e´tablir le the´ore`me suivant, qu’on comparera avec [19,
Thm. 2.3.1].
The´ore`me 2.6. — Soit k un corps de nombres. Soit X une k-varie´te´ lisse et
ge´ome´triquement inte`gre, et f : X → A1k un k-morphisme. SoitK = k(A1) et
soit G un K-groupe semisimple simplement connexe. Supposons que la fibre
ge´ne´rique de f est un espace homoge`ne de G, a` stabilisateurs ge´ome´triques
re´ductifs connexes. Il existe alors un sous-ensemble hilbertien Hil de A1(k)
tel que pour tout point m ∈ Hil la fibre Xm soit lisse et que l’on ait un
isomorphisme naturel de groupes finis
BrXη/BrK
≃
→ BrXm/Brk.
De´monstration. — On reprend les notations de la de´monstration pre´ce´dente.
On note de´ja` que Gm = p∗Gm universellement sur la fibre ge´ne´rique p :
Xη → SpecK, via le lemme de Rosenlicht (car G est semi-simple).
On suppose que l’extension finie galoisienne L/K est suffisamment grosse
pour que comme pre´ce´demment l’application BrXL → BrXK soit surjective,
mais aussi que l’application de restriction PicXL → PicXK soit surjective,
et donc un isomorphisme de re´seaux, l’injectivite´ re´sultant deK× ≃→K[Xη]×.
Soit ∆ = Gal(L/K).
D’apre`s le the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert, il existe un sous-ensemble
hilbertien Hil de A1(k) tel que pour tout point m ∈ Hil la fibre Y = Xm soit
lisse, l’extension L/K soit non ramifie´e en m et m soit inerte dans L. En tout
tel point on a donc une extension induite de corps de nombres l/k de groupe
de Galois ∆. La hense´lisation donne e´galement une extension galoisienne
Lh/Kh de groupe ∆. On a les inclusions de corps
K ⊂ L ⊂ Lh ⊂ Ksh ⊂ K.
Les applications PicXL → PicXLh → PicXKsh → PicXK sont des iso-
morphismes de re´seaux.
On conside`re le diagramme commutatif de suites exactes (proposition 2.3
et remarque 2.1) :
0 → H1(K,PicXK) → BrX/BrK → [BrXK ]
ΓK → H2(K,PicXK)
↓ ↓ ↓ ↓
0 → H1(Kh,PicXK) → BrXKh/BrK
h → [BrXK ]
Γ
Kh → H2(Kh,PicXK)
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On a
H1(∆,PicXL) = H
1(K,PicXK)
et H1(∆,PicXLh) = H1(Kh,PicXK). Ainsi la premie`re fle`che verticale est
un isomorphisme.
Comme BrXL → BrXK est surjectif, l’action de ΓK sur BrXK se factorise
par ∆. On a alors [BrXK ]ΓK
≃
→ [BrXK ]
Γ
Kh .
On a, via la suite de restriction-inflation, le diagramme commutatif de suites
exactes :
0 → H2(∆,PicXL) → H
2(K,PicXK) → H
2(L,PicXK)
↓ ↓ ↓
0 → H2(∆,PicXLh) → H
2(Kh,PicXK) → H
2(Lh,PicXK).
La fle`che H2(∆,PicXL)→ H2(∆,PicXLh) est un isomorphisme.
Comme le groupe BrXK est fini, on peut a` l’avance choisir L de fac¸on
que de plus l’image de [BrXK ]ΓK dans H2(K,PicXK) s’annule dans
H2(L,PicXK) et donc dans H2(Lh,PicXK). On a alors le diagramme
commutatif de suites exactes
0 → H1(K,PicXK) → BrX/BrK → [BrXK ]
ΓK → H2(∆,PicXL)
↓ ↓ ↓ ↓
0 → H1(Kh,PicXK) → BrXKh/BrK
h → [BrXK ]
Γ
Kh → H2(∆,PicXLh)
dans lequel toutes les fle`ches sauf peut-eˆtre BrX/BrK → BrXKh/BrKh
sont des isomorphismes. On en conclut que cette dernie`re fle`che est un iso-
morphisme. En combinant avec la proposition 2.4, on obtient le the´ore`me.

Remarque 2.3. — Lorsque les stabilisateurs ge´ome´triques pour l’action de
G sur la fibre ge´ne´rique XK sont des tores alge´briques, ce qui sera le cas au
§4, les de´monstrations de ce paragraphe se simplifient. On a en effet alors
µˆ = 0, BrXK = 0, BrXRsh = 0, BrY = 0.
3. Le the´ore`me
On commence par quelques lemmes pre´liminaires.
Lemme 3.1. — Soient k un corps de nombres, G un k(t)-groupe line´aire
connexe, Y une k(t)-varie´te´ espace homoge`ne de G. Soit v une place de
k. Soit kv le comple´te´ de k en v et khv ⊂ kv le sous-corps des e´le´ments
alge´briques sur k. Si Y posse`de un kv(t)-point, alors Y posse`de un khv (t)-
point.
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De´monstration. — Soit Z ⊂ PNk(t) une compactification projective lisse de
la k(t)-varie´te´ quasi-projective Y (une telle compactification existe via le
the´ore`me de re´solution des singularite´s d’Hironaka). Soit Z ⊂ PNk ×k P1k
l’adhe´rence sche´matique de Z. L’espace des k-morphismes Mor(P1k,Pnk)
est la re´union disjointe des k-varie´te´s Mord(P1k,Pnk) parame´trisant les mor-
phismes de degre´ d pour d entier, d ≥ 0. Ainsi l’espace des sections de
Z → P1k est une union disjointe de k-varie´te´s Wi. Par hypothe`se, il existe une
kv(t)-section de Y/k(t), donc de Z/k(t), donc une kv-section de Z → P1k.
Ainsi l’un des Wi(kv) est non vide. Il est connu (cf. [4, Chap. 3.6, Cor.
10]) que ceci implique Wi(khv ) 6= ∅. Par conse´quent, la k(t)-varie´te´ lisse Z
posse`de un khv (t)-point. Un the´ore`me de M. Florence [13] assure alors que
l’espace homoge`ne Y/k(t) posse`de un khv (t)-point. 
Dans le lemme suivant, on ne peut pas remplacer khv (t) par kv(t).
Lemme 3.2. — Soit k un corps de nombres. Soit khv le sous-corps des
e´le´ments de kv alge´briques sur k (pour v non archime´dienne c’est le hense´lise´
de k en v). Soit t une variable. L’application naturelle Brk(t)→ Brkhv (t) est
surjective.
De´monstration. — NotonsE = khv . Les suites exactes de Faddeev ([16], Cor.
6.4.6.) pour le groupe de Brauer de k(t) et le groupe de Brauer de E(t) sont
compatibles. On a donc le diagramme commutatif de suites exactes
(3.1)
0 −−−−→ Brk −−−−→ Brk(t) −−−−→
⊕
x∈A1
k
(1) H1(k(x),Q/Z) −−−−→ 0y
y
y
0 −−−−→ BrE −−−−→ BrE(t) −−−−→
⊕
x∈A1
k
(1) [⊕
y∈A1
E
(1)
, y 7→x
H1(E(y),Q/Z)] −−−−→ 0.
Pour L un corps de nombres et S un ensemble fini de places de L, l’appli-
cation de restriction
H1(L,Q/Z)→
∏
w∈SL
H1(Lw,Q/Z)
est surjective. Ceci est une conse´quence du the´ore`me de Grunwald-Wang [1,
Chap. 10, Thm. 5, p. 103]. Il en est donc de meˆme de l’application de restric-
tion
H1(L,Q/Z)→
∏
w∈SL
H1(Lhw,Q/Z).
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En appliquant ceci a` chaque k(x) et a` S l’ensemble des places de k(x) au-
dessus de la place v de k, on voit que la fle`che verticale de droite dans le
diagramme ci-dessus est surjective.
Pour L un corps de nombres et w une place de L, les applications natu-
relles de restriction H1(Lhw,Q/Z) → H1(Lw,Q/Z) et BrLhw → BrLw sont
des isomorphismes. La the´orie du corps de classes montre que l’application
BrL → BrLw est surjective. Il en est donc de meˆme de l’application de res-
triction BrL→ BrLhw. La fle`che verticale de gauche dans le diagramme com-
mutatif ci-dessus est donc surjective.
Il en re´sulte que la fle`che verticale me´diane est surjective. 
Pour traiter les proble`mes lie´s a` la place v0, nous aurons besoin d’une ver-
sion fine du the´ore`me d’approximation forte, qui est la proposition 3.4 ci-
dessous.
Nous utiliserons une version du the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert e´tablie
par Serre [26, p. 135/136] comme une conse´quence du the´ore`me de Siegel sur
la finitude des points entiers des courbes.
Proposition 3.3. — Soit k un corps de nombres. Soit α ∈ k et T un ensemble
fini de places de k. Soit kα,T l’ensemble des t ∈ k tels que t−α soit une unite´
en dehors de T . Soit Ω un ensemble mince dans k. Pour α en dehors d’un
ensemble fini (de´pendant de Ω), l’ensemble Ω ∩ kα,T est fini.
Serre e´tablit cette proposition dans le cas k = Q, et laisse l’e´nonce´ sur un
corps de nombres quelconque au lecteur (op. cit., Exercice 1 p. 136). Pour la
de´finition et les proprie´te´s des ensembles minces, voir le paragraphe 9.1. de
[26].
Proposition 3.4. — Soient k un corps de nombres, ki/k, i = 1, . . . , n des
extensions finies, et pour chaque i, ei ∈ ki. Soit N > 0 un entier.
On se donne un ensemble fini S de places de k et une place v0 hors de S.
On suppose qu’il existe au moins une place non archime´dienne dans S∪{v0}.
On se donne des λv ∈ kv pour v ∈ S, et des polynoˆmes irre´ductibles
Pj(z, t) ∈ k[z, t].
Alors il existe θ ∈ k arbitrairement proche de chaque λv pour v ∈ S, avec
les proprie´te´s suivantes :
– θ est entier hors de S ∪ {v0} ;
– chaque θ − ei est une puissance N-ie`me dans tout comple´te´ de ki en une
place au-dessus de v0 ;
– chaque Pj(z, θ) est irre´ductible dans k[t].
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De´monstration. — Soit Ω l’ensemble mince forme´ des θ ∈ k pour lesquels
l’un des Pj(z, θ) est re´ductible. Notons Sfini l’ensemble des places finies de
S.
On commence par appliquer l’approximation forte usuelle a` l’ensemble des
λv pour v ∈ S, ce qui donne un θ1 ∈ k, entier hors de S et v0, et qui est tre`s
proche de λv pour v ∈ S.
Soit T = Sfini ∪ {v0}. D’apre`s la proposition 3.3 on peut de plus choisir
θ1 tel que Ω ∩ kθ1,T est fini.
Si v0 est une place archime´dienne et k contient s − 1 autres places ar-
chime´diennes v1, ..., vs−1 (avec s > 1), on note u une unite´ de l’anneau des
entiers de k de valeur absolue strictement plus petite que 1 en les places ar-
chime´diennes autres que v0 ; l’existence d’une telle unite´ est assure´e par le
fait que l’image des unite´s de Ok dans Rs via l’application
x 7→ (log(| x |v0), ..., log(| x |vs−1))
est un re´seau L tel que le R-espace vectoriel engendre´ par L est l’hyperplan∑s−1
i=0 xi = 0 dans Rs, via le the´ore`me des unite´s de Dirichlet (cf. [5], expose´
II, paragraphe 18). On peut de plus choisir u positive en v0 si v0 est une place
re´elle. On cherche θ de la forme
θ = θ1 + u
Ns.(
∏
l∈Sfini
l)Nr,
ou` l est le premier de Q induit par v ∈ Sfini, avec r > 0 suffisamment grand,
puis s > 0 suffisamment grand, pour que les approximations des λv pour
v ∈ S soient respecte´es, et que pour tout i, θ − ei soit positif aux comple´te´s
re´els de ki au-dessus de la place v0 (noter que comme s > 1, on a | u |v0> 1
par la formule du produit). Il existe une infinite´ de tels θ.
Si v0 est l’unique place archime´dienne de k, alors Sfini est non vide par
hypothe`se, et on prend θ de la forme
θ = θ1 + (
∏
l∈Sfini
l)Nr,
avec r > 0 suffisamment grand comme ci-dessus, ce qui donne encore une
infinite´ de θ.
Si enfin v0 est une place non archime´dienne de k, induisant le premier p sur
Q, on cherche θ de la forme
θ = θ1 + (
∏
l∈Sfini
l)Nr/pNs
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avec r > 0 suffisamment grand pour que les approximations des λv pour
v ∈ Sfini soient respecte´es, puis s > 0 suffisamment grand pour que :
– l’approximation des λv pour les places v archime´diennes soit respecte´e ;
– pour chaque i la valuation p-adique de
(θ1 − ei)p
Ns
soit suffisamment grande pour que
(θ1 − ei)p
Ns + (
∏
l∈Sfini
l)Nr
soit une puissance N-ie`me dans tout comple´te´ de ki en une place au-dessus
de la place v0, ce qui entraıˆne que
θ − ei = θ1 − ei + (
∏
l∈Sfini
l)Nr/pNs
l’est aussi. Il existe une infinite´ de tels θ.
On choisit alors θ qui ne soit pas dans l’ensemble fini Ω ∩ kθ1,T , donc pas
dans Ω, si bien que chaque Pj(z, θ) est irre´ductible dans Q[t].

Sur un corps k quelconque, un k-groupe re´ductif G est dit isotrope s’il
existe un k-homomorphisme non constant Gm,k → G. Sur un corps local k,
un k-groupe re´ductif G est isotrope si et seulement si l’espace topologique
G(k) est non compact (crite`re de Godement, Bruhat et Tits, cf. Prasad [23]).
Nous sommes maintenant a` pied d’oeuvre pour e´tablir le the´ore`me princi-
pal de cet article.
The´ore`me 3.5. — Soit k un corps de nombres. Soient X une k-varie´te´ lisse
et ge´ome´triquement inte`gre et f : X → A1k un k-morphisme. Supposons
X(Ak) 6= ∅. Soit K = k(A1) et soit G un K-groupe semisimple simplement
connexe, absolument presque K-simple.
On suppose :
(i) La fibre ge´ne´rique Xη/K de f est un espace homoge`ne de G a` stabili-
sateurs re´ductifs connexes.
(ii) Toutes les fibres de f sont scinde´es.
(iii) Il existe une place v0 de k telle que : la fibre ge´ne´rique Xη posse`de un
kv0(t)-point et il existe un ouvert de Zariski V de A1k tel que la spe´cialisation
Gx/kv0 du k(t)-groupe G en tout point x ∈ V (kv0) soit de´finie et soit semi-
simple, simplement connexe, isotrope.
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(iv) Pour tout e´le´ment α ∈ BrX , l’application d’e´valuation evα :
X(kv0)→ Brkv0 est constante.
Alors l’image diagonale de X(k) dans la projection de X(Ak)BrX sur
X(Av0k ) est dense.
De´monstration. — Commenc¸ons par e´tablir le lemme suivant.
Lemme 3.6. — Sous les hypothe`ses du the´ore`me, les groupes BrXη/BrK et
BrX/Brk sont finis.
De´monstration. — D’apre`s la proposition 2.4, sous l’hypothe`se (i), d’une
part le module galoisien PicXK est un re´seau, donc H1(K,PicXK) est fini,
d’autre part le groupe BrXK est fini. D’apre`s la proposition 2.3 et la remarque
2.1, ceci implique que le groupe BrXη/BrK est fini. Soit α ∈ BrK dont
l’image β dans BrXη appartient au sous-groupe BrX . Les re´sidus de β aux
points de codimension 1 de X sont nuls. L’hypothe`se (ii) assure alors que les
re´sidus de α aux points de codimension 1 de A1k sont nuls. Ceci implique que
α appartient a` l’image de Brk dans BrK. Comme BrXη/BrK est fini, on en
de´duit que BrX/Brk est fini. 
Il existe un ensemble fini S de places de k contenant v0 et les places
archime´diennes et un OS-sche´ma lisse de type fini X e´quipe´ d’un OS-
morphisme X → A1OS qui e´tend f : X → A
1
k.
Pour chaque place v ∈ S \ {v0}, on se donne un ouvert Wv ⊂ X(kv). On
suppose que l’ensemble
E := [X(kv0)×
∏
v∈S\{v0}
Wv ×
∏
v/∈S
X (Ov)]
BrX
est non vide. On veut montrer que l’ensemble
X(kv0)×
∏
v∈S\{v0}
Wv ×
∏
v/∈S
X (Ov)
contient un point de X(k).
Notons que chaque X (Ov) ⊂ X(kv) est un ouvert non vide pour la topo-
logie v-adique. Pour e´tablir l’e´nonce´ ci-dessus, on peut donc remplacer S par
tout ensemble fini de places le contenant.
Choisissons un sous-ensemble fini Γ de BrXη dont l’image modulo BrK
est le groupe fini BrXη/BrK.
Par hypothe`se, on dispose ici d’un kv0(t)-point de la K-varie´te´ Xη, et
donc (Lemme 3.1) d’un khv0(t)-point sv0(t) de la K-varie´te´ Xη. D’apre`s le
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lemme 3.2, quitte a` modifier chaque e´le´ment de Γ par un e´le´ment de BrK, on
peut imposer
α(sv0(t)) = 0 ∈ Brkv0(t)
pour tout α ∈ Γ. Ceci vaut encore si on remplace Γ ⊂ BrXη par le sous-
groupe qu’il engendre, sous-groupe qui est fini puisque BrXη est de torsion.
On note ce sous-groupe de´sormais B.
Une fois fixe´ le groupe fini B, il existe un ouvert non vide U0 ⊂ A1k tel que
les e´le´ments de B soient non ramifie´s sur U := f−1(U0). En d’autres termes,
on a B ⊂ BrU . Quitte a` restreindre U0, on peut supposer que f : U → U0
est lisse a` fibres ge´ome´triquement inte`gres, que le groupe G/K s’e´tend en
un U0-sche´ma en groupes semisimples G0, que U → U0 est un G0-espace
homoge`ne, et que de plus sv0(t) de´finit une section de la restriction de f au-
dessus de U0 ×k khv0 .
Notons {m1, . . . , ml} ∈ A1k les points ferme´s dans le comple´mentaire de
U0.
Pour tout tel pointmi, on note ki le corps re´siduel enmi. Pour tout i, d’apre`s
l’hypothe`se (ii), il existe au moins une composante ge´ome´triquement inte`gre
de multiplicite´ 1 de la fibre Xmi . On fixe un ouvert lisse non vide Wi d’une
telle composante. On note Ki = ki(Wi). Soit K ′i/Ki une extension abe´lienne
finie telle que tous les re´sidus des e´le´ments de B au point ge´ne´rique de Wi
appartiennent a` H1(K ′i/Ki,Q/Z). Quitte a` restreindre Wi, on peut supposer
que la fermeture inte´grale W ′i de Wi dans K ′i est finie e´tale sur Wi. Soit k′i la
fermeture inte´grale de ki dans K ′i.
On agrandit S de fac¸on a` avoir les proprie´te´s suivantes :
(a) Le k-morphisme f : U → U0 s’e´tend en un OS-morphisme lisse U →
U0 de OS-sche´mas, avec U ⊂ XOS , tel que pour tout point ferme´ x ∈ U0,
de corps re´siduel le corps fini F (x), la fibre f−1(x) posse`de un F (x)-point.
Comme les fibres deU → U0 sont ge´ome´triquement inte`gres, ceci est possible
par les estime´es de Lang–Weil (cf. [27], the´ore`me 1, e´tape 3). On peut aussi
supposer U0 → Spec OS surjectif, ce qui assure U(Ov) 6= ∅ pour v /∈ S.
(b) Les polynoˆmes unitaires Pi(t) ∈ k[t] de´finissant les points mi sont OS-
entiers, et le produit
∏
i Pi(t) a une re´duction se´parable en toute place finie
v /∈ S. Notons mi = Spec OS[t]/Pi(t).
(c) Les e´le´ments de B appartiennent a` BrU .
(d) Les morphismes Wi ⊂ Xmi ⊂ X , ou` la premie`re fle`che est une im-
mersion ouverte de ki-varie´te´s et la seconde une immersion ferme´e de k-
varie´te´s, s’e´tendent en des morphismes Wi ⊂ Xmi ⊂ X , le premier e´tant
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une immersion ouverte de mi-sche´mas, le second une immersion ferme´e de
OS-sche´mas.
(e) Le ki-morphisme fini e´tale W ′i → Wi s’e´tend en un morphisme fini
e´tale surjectif W ′i →Wi de mi-sche´mas lisses, et les re´sidus des e´le´ments de
B sont dans H1(W ′i/Wi,Q/Z) = H1(K ′i/Ki,Q/Z).
(f) Pour tout i, toute place w de ki non au-dessus d’une place de S et to-
talement de´compose´e dans k′i/ki, et tout σ ∈ Gal(K ′i/k′iKi), la fibre de Wi
en w posse`de un F (w)-point dont le Frobenius (relativement au reveˆtement
W ′i/Wi) est σ. Ceci est possible via le lemme-cle´ de [12]. En particulier pour
toute place v de k non dans S et tout i, la fibre de Wi au-dessus de tout F (v)-
point de mi posse`de un F (v)-point – mais il se peut que ni mi ni a fortiori
Wi n’aient de F (v)-point.
(g) Tout e´le´ment du groupe fini B′ = B ∩ BrX appartient a` BrX .
On va maintenant ajouter a` l’ensemble B ⊂ BrU de nouveaux e´le´ments.
Appelons Λ1 l’ensemble des e´le´ments de Br(k(t)) non ramifie´s en dehors de
∞ et desmi, et dont les re´sidus en chaquemi sont dansH1(Gal(k′i/ki),Q/Z).
D’apre`s la suite exacte de Faddeev, le groupe Λ1/Brk est fini. Le groupe en-
gendre´ par les e´le´ments Cores ki/k(t − ei, χi), ou` ei est vu dans ki et χi ∈
Hom(Gal(k′i/ki),Q/Z), est un sous-groupe fini Λ ⊂ Λ1 qui se surjecte sur
Λ1/Brk. Posons C = B ∪ Λ et C ′ = C ∩ BrX . Quitte a` agrandir encore S,
on peut supposer C ′ ⊂ BrX .
Lemme 3.7. — Avec les hypothe`ses et notations ci-dessus, il existe un point
ade´lique
(Pv) ∈ [X(kv0)×
∏
v∈S\{v0}
Wv ×
∏
v/∈S
U(Ov)]
C′ ⊂ E
tel que de plus le point Pv0 ve´rifie
(3.2) α(Pv0) = 0
pour tout α ∈ B et
(3.3) β(f(Pv0)) = 0
pour β ∈ Λ.
Noter que β(f(Pv0)) = β(Pv0) puisque les e´le´ments de Λ sont dans
Br(k(t)).
De´monstration. — On commence d’abord par choisir λv0 ∈ U(kv0) tel que
β(λv0) = 0 pour tout β ∈ Λ. Pour v0 complexe, n’importe quel λv0 convient ;
pour v0 re´el, il suffit de prendre λv0 suffisamment grand ; pour v0 fini, on
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cherche λv0 dans U(kv0) ⊂ kv0 tel que λv0 − ei soit une puissance N-ie`me
dans kw0 pour tout i et toute place w0 de ki au-dessus de la place v0, ou` N est
le ppcm des ordres des caracte`res χi ∈ Hom(Gal(k′i/ki),Q/Z). Pour cela on
prend λv0 = 1/pNm ou` p est le nombre premier que divise v0. On prend m
sufffisamment grand pour que pour tout i et tout comple´te´ de ki en une place
w0 au-dessus de la place v0, 1− eipNm soit une puissance N-ie`me dans ki,w0 .
Posons alors Pv0 = sv0(λv0). Par construction on a alors α(Pv0) = 0 pour
tout α ∈ B et β(f(Pv0) = β(λv0) = 0 pour tout β ∈ Λ.
Par ailleurs on dispose d’un point ade´lique (Qv) dans E, donc a fortiori
l’ensemble
E ′ := [X(kv0)×
∏
v∈S\{v0}
Wv ×
∏
v/∈S
X (Ov)]
C′
est non vide. Comme tous les e´le´ments de C s’annulent en Pv0 , tout e´le´ment
du groupe C ′ s’annule aussi en Pv0 . Mais alors, comme tout e´le´ment de BrX
est (par l’hypothe`se iv)) constant quand e´value´ sur X(kv0), ceci implique que
tout e´le´ment de C ′ s’annule sur X(kv0). Pour v /∈ S, on a U(Ov) 6= ∅ et
tout e´le´ment de C ′ s’annule sur X (Ov). Pour toute place v, l’ensemble U(kv)
est dense dans X(kv) pour la topologie v-adique. Il existe donc une famille
(Pv) ∈ U(Ak)
C′ avec Pv ∈ U(kv) ∩ Wv pour toute place v ∈ S \ {v0}, et
Pv ∈ U(Ov) pour v /∈ S, donc (Pv) ∈ U(Ak). Comme C ′ s’annule en tout
point de X(kv0), on peut prendre pour Pv0 le point fixe´ plus haut.

On fixe de´sormais un point ade´lique (Pv) comme dans le lemme ci-
dessus. Le lemme formel [18, Lemme 2.6.1] sous la forme donne´e dans [6,
de´monstration du Thm. 1.4], applique´ a` U ⊂ X , assure alors l’existence
d’un ensemble fini T de places, T ∩ S = ∅ et pour v ∈ T de points
Mv ∈ U(kv) ∩ X (Ov) tels que
(3.4)
∑
v∈S
α(Pv) +
∑
v∈T
α(Mv) = 0 ∈ Q/Z
pour tout α ∈ C = B ∪ Λ.
Pour chaque i = 1, . . . , l, on choisit (ce qui est possible par le the´ore`me de
Tchebotarev) des places wi de ki de degre´ absolu 1, ne divisant pas de places
de S ∪ T , totalement de´compose´es dans l’extension k′i/ki, et induisant des
places vi de k deux a` deux distinctes. On fixe θi ∈ Ovi tel que vi(Pi(θi)) = 1,
ce qui est possible car wi est de degre´ 1 sur vi.
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On dispose donc des e´le´ments λv = f(Pv) ∈ kv pour v ∈ S \ v0, λv =
f(Mv) ∈ Ov pour v ∈ T et θi ∈ Ovi pour i = 1, . . . , l.
Le the´ore`me 2.6 combine´ avec la proposition 3.4 applique´e a` la re´union de
S \ {v0}, T et la re´union des {vi}, fournissent alors θ ∈ OS , tre`s proche de
chaque f(Pv) pour v ∈ S \ {v0}, de f(Mv) ∈ Ov pour v ∈ T et de θi ∈ Ovi
pour i = 1, . . . , l (on a donc vi(Pi(θ)) = 1 pour tout i), avec de plus, en notant
θv0 l’image de θ dans kv0 :
– pour v0 re´elle, θv0 suffisamment grand pour avoir β(θv0) = 0 pour tout
β ∈ Λ.
– Pour v0 finie, la proprie´te´ θv0 − ei ∈ k∗
N
i,w0 pour toute place w0 de ki au-
dessus de v0 pour i = 1, . . . , l, ou` N est de´fini comme le ppcm des ordres des
χi ∈ Hom(Gal(k
′
i/ki),Q/Z). En particulier on aura encore
(3.5) β(θv0) = 0 ∈ Brkv0
pour tout β ∈ Λ.
– θ ∈ U0(k) tel que par spe´cialisation en θ l’image du groupe B soit
BrXθ/Brk.
On dispose maintenant du OS-sche´ma Xθ. Soit Xθ sa fibre ge´ne´rique.
Lemme 3.8. — L’OS-sche´ma Xθ posse`de :
– pour v ∈ S, un kv-point P ′v, qui est de plus dans Wv si v 6= v0,
– pour v ∈ T , un Ov-point M ′v,
tels que pour tout α ∈ C on ait
(3.6)
∑
v∈S
α(P ′v) +
∑
v∈T
α(M ′v) = 0.
De plus Xθ posse`de des points entiers Nv ∈ X (Ov) pour toute place v 6∈
S ∪ T .
De´monstration. — Pour v ∈ T∪S\{v0}, on utilise le the´ore`me des fonctions
implicites. On obtient des points P ′v sur Xθ arbitrairement proche des Pv pour
v ∈ S \ {v0} (donc dans Wv) et des points M ′v arbitrairement proche des Mv
(donc entiers) pour v ∈ T . De (3.4) on de´duit, pour tout α ∈ C,
(3.7)
∑
v∈S\{v0}
α(P ′v) +
∑
v∈T
α(M ′v) = 0,
car α(Pv0) = 0 (formule (3.2)) pour tout α ∈ B et β(Pv0) = 0 (formule (3.3))
pour tout β ∈ Λ. Que l’on aitXθ(kv0) 6= ∅ re´sulte de l’existence d’une section
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sv0 de X → A1k au-dessus de U0,kv0 . On note P
′
v0 = sv0(θ) ∈ Xθ(kv0) le point
donne´ par la section. Pour α ∈ B, on a
α(P ′v0) = 0
puisque α(sv0(t)) = 0. Pour β ∈ Λ, on a
β(P ′v0) = β(θv0) = 0
par la formule 3.5.
La k-varie´te´ Xθ contient donc les points P ′v, v ∈ S, et les points M ′v, v ∈ T ,
et pour tout α ∈ B on a bien la formule (3.6) :∑
v∈S
α(P ′v) +
∑
v∈T
α(M ′v) = 0.
Soit maintenant v une place non dans S ∪ T .
Si l’on a v(Pi(θ)) = 0 pour tout i, alors en v, θ se re´duit en un point de
U0(F (v)), qui est image d’un point de Xθ(F (v)) ⊂ U(F (v)). Par lissite´ et
Hensel, ce point se rele`ve en un point Nv ∈ Xθ(Ov) ⊂ U(Ov). De plus tout
e´le´ment de B s’annule sur un tel point, car on a B ⊂ Br(U).
Supposons v(Pi(θ)) > 0 pour un i (unique car les Pi sont premiers entre
eux deux a` deux en dehors de S). Alors Pi admet un ze´ro sur F (v), il existe
une place w de ki au-dessus de v avec F (w) = F (v). Soit x ∈ A1OS le
point ferme´ de corps re´siduel F (v) associe´. On a alors une inclusion ouverte
Wi,x ⊂ Xx = Xθ,x. La F (v)-varie´te´ lisse Wi,x posse`de un F (v)-point nv.
Ainsi la F (v)-varie´te´ Xθ,x posse`de le F (v)-point lisse nv, qui se rele`ve en un
Ov-point Nv du OS-sche´ma lisse Xθ. 
On appelle Ω0 (resp. Ωi) l’ensemble des places v 6∈ S ∪ T telles que
v(Pi(θ)) = 0 pour tout i (resp. telles que v(Pi(θ)) > 0). Pour i fixe´, l’en-
semble Ωi contient la place vi. L’ensemble S ∪ T (qui contient v0) et les en-
sembles Ωi, i = 0, 1, . . . , l re´alisent une partition de l’ensemble Ω des places
de k.
Pour α ∈ B, v /∈ S ∪ T et Nv ∈ Xθ(Ov) ⊂ X(kv) comme dans la
de´monstration du lemme 3.8, c’est-a`-dire releve´ d’un point nv ∈ Wi,x(F (v)),
on a la formule [18, Cor. 2.4.3 et pp. 244–245]
(3.8) α(Nv) = di(v)∂α,i(Fi,nv) ∈ Q/Z,
ou` ∂α,i ∈ H
1(W ′i/Wi,Q/Z) = Hom(Gal(K
′
i/Ki),Q/Z) est le re´sidu de α
au point ge´ne´rique de Wi, ou` di(v) = v(Pi(θ)) et Fi,nv ∈ Gal(K ′i/Ki) est le
Frobenius en nv pour le reveˆtement W ′i/Wi.
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Fixons i ∈ {1, ..., l}. On a alors le lemme suivant, analogue du lemme 4 de
[20] :
Lemme 3.9. — L’e´le´ment
∑
v∈Ωi
di(v)Fi,nv de Gal(K ′i/Ki) est dans le sous-
groupe Gal(K ′i/k′iKi).
De´monstration. — On va utiliser l’e´galite´ (3.4) pour les e´le´ments α ∈ Λ
(c’est a` cet effet qu’on a rajoute´ l’ensemble Λ a` B pour obtenir l’ensemble C
auquel on a applique´ le lemme formel). Soit
χi ∈ Hom(Gal(k
′
i/ki),Q/Z) = Hom(Gal(k
′
iKi/Ki),Q/Z),
appliquons (3.4) a` l’e´le´ment αi = Cores ki/k(t − ei, χi) de Λ. D’apre`s la loi
de re´ciprocite´ du corps de classes global, on a, en notant θv l’image de θ dans
kv : ∑
v∈Ωk
αi(θv) = 0
et donc d’apre`s (3.6), comme les points P ′v sont sur la fibre Xθ :∑
v 6∈(S∪T )
αi(θv) = 0.
On observe que si une place v 6∈ (S ∪ T ) n’est pas dans Ωi, alors αi(θv) = 0
par de´finition de Ωi. Ainsi ∑
v∈Ωi
αi(θv) = 0
ce qui donne, par exemple en utilisant la formule (3.8),
χi(
∑
v∈Ωi
di(v)Fi,nv) = 0
puisque αi(θv) = αi(Nv), l’e´le´ment αi e´tant dans Br(k(t)). Finalement
on a montre´ que
∑
v∈Ωi
di(v)Fi,nv e´tait annule´ par tous les caracte`res de
Gal(k′iKi/Ki), d’ou` le lemme.

Par de´finition des places wi de ki et de la condition f) de´finie avant le
lemme 3.7, on peut alors graˆce au lemme pre´ce´dent trouver un point ri ∈
Wi(F (vi)) =Wi(F (wi)) dont le Frobenius associe´ est
Fi,ri = Fi,nvi −
∑
v∈Ωi
di(v)Fi,nv ∈ Gal(K
′
i/k
′
iKi) ⊂ Gal(K
′
i/Ki).
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(Noter que comme wi est totalement de´compose´e dans l’extension k′i/ki, le
Frobenius Fi,nvi est aussi dans Gal(K
′
i/k
′
iKi)).
On rele`ve ri ∈ Wi(F (vi)) ⊂ Xθ(F (vi)) en un point Qi ∈ Xθ(Ovi). On a
di(vi) = vi(Pi(θ)) = vi(P (θi)) = 1.
On a alors pour tout α ∈ B :
(3.9)
α(Qi)+
∑
v∈Ωi\{vi}
α(Nv) = ∂α,i(Fi,ri−Fi,nvi +
∑
v∈Ωi
di(v)Fi,nv) = ∂α,i(0) = 0.
Tout ade`le de Xθ de composantes P ′v0 en v0, P
′
v, v ∈ S \ v0, M
′
v, v ∈ T , Qi en
vi et Nv pour v ∈ Ωi \ {vi} (i = 1, . . . , l), et enfin Nv pour les autres places v
est alors dans ∏
v∈S
Xθ(kv)×
∏
v/∈S
Xθ(Ov)
et d’apre`s (3.6) et (3.9) est orthogonal a` tout α ∈ B, donc a` BrXθ – puisque
B se surjecte sur BrXθ/Brk . En outre il appartient a`
X(kv0)×
∏
v∈S\{v0}
Wv ×
∏
v/∈S
X (Ov).
L’un des principaux re´sultats de [9], le the´ore`me 3.7, applique´ a` l’espace
homoge`ne Xθ, montre alors qu’il existe un point de Xθ(k) proche de chacun
des P ′v, v ∈ S \ v0, donc dans Wv pour v ∈ S \ v0, et entier en dehors de S
sur Xθ, donc sur X . Ceci ache`ve la preuve du the´ore`me. 
Remarque 3.10. — L’hypothe`se (iv) est satisfaite dans chacun des cas sui-
vants :
(a) BrX/Brk = 0 ; dans ce cas la conclusion du the´ore`me est que X ve´rifie
l’approximation forte en dehors de v0.
(b) BrXkv0/Brkv0 = 0 ;(c) La place v0 est complexe ; dans ce cas l’hypothe`se (iii) est toujours sa-
tisfaite, car kv0(t) est alors un corps C1 par le the´ore`me de Tsen ([16], Th.
6.2.8.). Sur un tel corps, c’est un the´ore`me de Springer que tout espace ho-
moge`ne d’un groupe line´aire connexe a un point rationnel [25, Chap. III, §2,
Thm. 1’ et Cor. 2].
Remarque 3.11. — On peut noter que la de´monstration ci-dessus est un raffi-
nement de la de´monstration du the´ore`me 2 de [20]. On a remplace´ l’ensemble
infini Σ de places de k et la place appele´e v∞ dans [20] par l’unique place v0
de l’e´nonce´ ci-dessus. L’hypothe`se d’existence d’une kv0-section rationnelle
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permet de controˆler ce qui se passe en la place v0 ; ceci remplace le travail
avec la place v∞ et l’ensemble infini Σ de [20]. On a aussi eu besoin d’une
version sophistique´e du the´ore`me d’approximation forte (proposition 3.4)
4. L’e´quation
∑2
i=0 ai(t)x
2
i = p(t).
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro, k une cloˆture alge´brique. Soient
ai(t), i = 0, 1, 2, 3 dans k[t]. On suppose que les ai(t) sont premiers entre eux
deux a` deux.
Soit Y0 ⊂ A1k ×P3k la k-varie´te´ de´finie par
3∑
i=0
ai(t)x
2
i = 0.
Les points singuliers de Y0 sont exactement les points dont la coordonne´e t
est une racine multiple de l’un des ai(t) et tels que pour cet i, xi = 1 et xj = 0
pour j 6= i.
Notons Y ⊂ Y0 l’ouvert de lissite´, comple´ment de ces points.
Soit Z0 ⊂ Y0 le ferme´ de´fini par x3 = 0. C’est donc la k-varie´te´ de´finie
dans A1k ×P2k par
2∑
i=0
ai(t)x
2
i = 0.
Les point singuliers de Z0 sont les points dont la coordonne´e t est une
racine multiple de l’un des ai(t) et tels que pour cet i, xi = 1 et xj = 0 pour
j 6= i. Soit Z ⊂ Z0 le lieu de lissite´. Soit X ⊂ A1k ×P3k le lieu de lissite´ de la
varie´te´ de´finie par
2∑
i=0
ai(t)x
2
i + a3(t) = 0.
On a donc Z ⊂ Y , et X est le comple´mentaire de Z dans Y .
L’e´nonce´ suivant ge´ne´ralise [10, Prop. 5.2].
Proposition 4.1. — Soit X comme ci-dessus. Si le produit des ai n’est pas un
carre´ dans k[t], alors BrX/Brk = 0.
De´monstration. — On note K = k(t). Comme Y et Z sont lisses, on a la
suite exacte :
0→ BrY → BrX → H1e´t(Z,Q/Z).
(cf. [17], III, Cor. 6.2.)
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En se restreignant au-dessus de SpecK et en utilisant le fait que Z → A1k a
pour fibre ge´ne´rique une conique lisse et a toutes ses fibres ge´ome´triques non
vides et de multiplicite´ 1, on e´tablit
H1e´t(Z,Q/Z) = 0.
On a ensuite l’inclusion BrY →֒ BrYK . LaK-varie´te´ YK est une quadrique
projective et lisse de dimension 2 sur K = k(t). On conclut BrYK = 0. Ainsi
BrY = 0 et BrX = 0.
Comme le discriminant de la quadrique YK n’est pas un carre´, on a
PicYK = Z et PicXK = 0. Comme les fibres de X → A1k sont inte`gres, on
en de´duit PicX = 0.
On ve´rifie facilement que l’on a k× = k[X ]×. Soit g = Gal(k/k). De la
suite exacte
PicX
g
→ H2(g, k[X ])×)→ ker[BrX → BrX ]→ H1(g,PicX)
on de´duit
Brk
≃
→ BrX.

Le the´ore`me suivant couvre les principaux e´nonce´s du the´ore`me 6.7 de
[10].
The´ore`me 4.2. — Soit k un corps de nombres. Soient ai(t) et p(t) dans k[t]
des polynoˆmes deux a` deux premiers entre eux. Soit X l’ouvert de lissite´ de
la k-varie´te´ affine de´finie dans A4k par l’e´quation
2∑
i=0
ai(t)x
2
i = p(t).
Supposons X(Ak) 6= ∅. Soit v0 une place de k telle que la forme quadra-
tique diagonale < a1(t), a2(t), a3(t) > ait un ze´ro sur kv0(t). Alors :
(a) Si v0 est complexe, l’image diagonale de X(k) dans la projection de
X(Ak)
BrX sur X(Av0k ) est dense.
(b) La place v0 e´tant a` nouveau suppose´e quelconque, si le produit
p(t).
∏2
i=0 ai(t) n’est pas un carre´ dans k[t], la k-varie´te´ X satisfait l’ap-
proximation forte hors de v0 : l’image diagonale de X(k) dans X(Av0k )
(ade`les hors de v0) est dense.
De´monstration. — Montrons que les hypothe`ses (i) a` (iv) du the´ore`me 3.5
sont satisfaites.
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La fibre ge´ne´rique de f : X → A1k est une quadrique affine, espace ho-
moge`ne sous le groupe Gt des spineurs de la forme quadratique diagonale
< a1(t), a2(t), a3(t) >, les stabilisateurs ge´ome´triques e´tant des tores de di-
mension 1 (voir [9, §5.6 et §5.8]). On a donc l’hypothe`se (i).
L’hypothe`se de coprimalite´ faite sur les ai(t) et p(t) assure que toutes les
fibres de X → A1k sont ge´ome´triquement inte`gres, et donc scinde´es, ce qui
donne (ii).
L’hypothe`se faite sur la place v0 implique qu’en tout t0 ∈ kv0 ou` le produit
p(t).
∏2
i=0 ai(t) n’est pas nul, la forme quadratique < a1(t0), a2(t0), a3(t0) >
est isotrope, et ceci garantit que le kv0-groupe Gt0 est isotrope, ce qui donne
(iii).
Pour v0 complexe, la condition (iv) est e´vidente. Pour v0 quelconque mais
avec l’hypothe`se supple´mentaire que p(t).
∏2
i=0 ai(t) n’est pas un carre´ dans
k[t], on a BrX/Brk = 0 par la proposition 4.1 donc (iv) est encore ve´rifie´e.
On voit donc que les hypothe`ses (i) a` (iv) du the´ore`me 3.5 sont satisfaites.
Ceci e´tablit l’e´nonce´ (a).
L’e´nonce´ (b) re´sulte alors de loc. cit.

Remarque 4.1. — Si v0 est une place re´elle, c’est un the´ore`me de Witt
qu’une forme quadratique de rang au moins 3 sur kv0(t) a un ze´ro si et
seulement si pour presque tout t0 ∈ kv0 la forme quadratique spe´cialise´e a un
ze´ro.
Remarque 4.2. — Dans [10], on conside`re la k-varie´te´ X0 donne´e par
l’e´quation
2∑
i=0
aix
2
i = p(t),
avec les ai ∈ k× et p(t) ∈ k[t] non nul. Soit X son ouvert de lissite´. On au-
torise le polynoˆme p(t) a` eˆtre un carre´ dans k[t]. Avec les notations ci-dessus,
on e´tablit que l’image diagonale de X(k) dans la projection de l’ensemble de
Brauer–Manin X(Ak)BrX sur X(Av0k ) (ade`les hors de v0) est dense.
Lorsque p(t) est un carre´ dans k[t], on peut avoir BrX/Brk = Z/2. Dans
[10, Thm. 6.4, Thm. 6.5], on donne aussi des e´nonce´s pour l’approximation
forte sur une re´solution non singulie`re de X0, c’est-a`-dire une k-varie´te´ lisse
Z e´quipe´e d’un k-morphisme propre et birationnel Z → X0. Le the´ore`me
principal du pre´sent article permet aussi de traiter ce cas quand v0 est com-
plexe, mais pas le cas ou` v0 est quelconque.
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